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JLia teoria delle fanziooi discoti liane, soggetto di gravi questioni fra D. Bernoutlu, Entra e 
IV Alembert in relazione agl' integrali delle equazioni alle derivate parziali, à ricevuto nuova luce 
per le belle ricerche di Fourier e Poisson, ed ora sembra che nelle mani del valentissimo Profes- 
sore G. Libri abbia a divenire valido strumento d* investigazioni analitiche. Cosi vedremo per opera 
di un nostro sommo italiano avverata la predizione che un altro egregio italiano a faceva , notan- 
do 1' utilità delle funzioni discontinue che forse il meglio di esse ancora s' ignorava, e che una vol- 
ta compiutamente studiate avrebbe l’ effetto superato l' aspettativa (•). 

Ed invero tali funzioni messe sotto le forme assegnate dal Sig. Libri si prestano a svariatissi- 
me Applicazioni , giovano mirabilmente alla ricerca delle forinole generali nell’ Analisi , sottomettono 
ad essa una classe estesa di problemi che non sapeano risolversi che in casi particolari , e riem- 

pion di già una notabile lacuna nella scienza. 

Noi aspettiamo anziosamente dall* illustre autore la pubblicazione della sna Memoria, ma intan* 

(o , animali dal desiderio di diffondere le conoscenze relative a quest' importante subbietto, e richia- 
marvi tra noi l’attenzione de* giovani geometri, ci siamo indotti a rendere di pubblica ragione al- 
cune indagini , che per nostro particolare studio avevamo intraprese. 

Nel primo paragrafo , richiamate brevemente le formule del Fourier, passiamo a cennaro al- 
cune applicazioni di esse, e a verificar quelle di qoest’ insigne Geometra recentemente attaccate dal- 
r egregio Sig. Kelland ora professore nell* Università di Edinburgo. 

Nel secondo esponiamo rapidamente le idee del Sig. Libri, e giovandoci delle funzioni discon- 
tinue formate eoo le ordinarie trascendenti algebriche tentiamo nuove applicazioni Ira le quali qui 
noteremo solo l' equazione del triangolo sitaato comunque nel piano degli assi , la forinola generale 
del massimo comune divisore tra due numeri qualunque , ed un saggio della solusione del proble- 
ma relativo al cavallo degli scaccili , la quale, sebbene posseduta ed annunziata dal nostro chiaris- 
simo maestro, pure abbiadi voluto cercare e porre per esercizio nell' impiego dì siffatte funzioni. 

I. 


Si à in serie convergente finché p < i 

i — pome , , , = " . 

— = i +p oosc + o* cosa c+ = i + ^n* cosici 

< — 2 />cusc+/>* 

cambiando e in 6 , quindi sommando le due equazioni, e ponendo dopo fatte le riduzioni 


e -f- b = - 


c-£ = - 


si otterrà 

(' ) Pula -- Sulla Teorica delle futi si ani discontinue - pjg. 3. 



! 


j / i n x n «r 
I— ^ — 2^(1— ^»)C08 — C03_ 

\* i / » \ n ar m' , / ano?, ani'\ 

(l + />’) —ip{ I +/>')«>» — coi __ + z />‘(co. — t COI — - — j 

, ‘ST , ini in*’ 

= i + ijp co* —j— co» — — 

i= > 1 1 

si moltiplichi quest' equazione per ~-f(x ) dx , s' integri da x' = /. sino ad x = i, , essendo 


/, > o ,/,</, ed avremo 


CO* 


(i -pi - 2 p (i -/>>) cosmea U -±-)f[x) 


dx 


|{i+p’) - 4p(i +p‘)cos!!Sas!!^ + ap’(cosllf- + cosl!^) 1 

-L j/(x') dx + -I j ^ p * cos ~ co» ’-^-/(x) dx. 

Or snpponiemo x compresa Ira o ed /, p.r 1 non inGnita tra questi limili e p ss i ; tatti 
gli elementi dell'integrale nel primo membro doti' equazione saranno nulli ad eccezione di quelli , 

pe' quali la funzione stessa differenziale si presenterà sotto la forma indeterminata lo che acca- 
drà per *’ = x. Si vede intanto che quell'integrale è nullo da x = o sino ad x = /, , e da 
x xx l, sino sii i = /. Per trovare il suo valore negli altri casi, cominciamo dal prendere p in- 
Gnitamente prossimo ad i ed x' infinitamente prossima ad x , cioè facendo 
p — \ — eg , x’ = x + ey , 

me g ed y sono qualunque , consideriamo e come infinitamente piccola , che renderemo poi asso- 
lutamente zero. 

Sviluppando per le potenze di e, il primo membro della (i) può mettersi sotto la forma 

/,-X 


+ e H + e % K -J* - 


\ / g /(x)rfy 

U*'' ,+nV 

< 

e qui non occorre scrivere i valori di // , K ; e Tacendo « = o, con riflettere che 

abbiamo ristretta x tra /, e /, , ci resterà il solo integrale 


t/W 


n dy 
ni 

= /(*>• 


« + 


■ 'si 


Ma se fosse x = A , ovvero = /> allora i limiti di quest' integrale sarebbero nel primo caso o ed oo, 
e nel secondo — oo e o , e però si consegoirebbo rispettivamente ~ f ( /■) , — /(/.). 
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Concludiamo adunque che il secondo membro della (i), posto p — i, rappresenta la funzio- 
ne arbitraria f(x) tra i limili l, e /. , si annulla per x compresa Ira o e /. , A ed l , e non dà 
che la metà de' valori corrispondenti di f(x) t! limili stessi x — U, x =z U. 

Sé fosse /■ = o , /> = / li avrebbe 

I I 

(*)••• /(*) = y \ f{ x ') dx + \\ % “* ~ « ~f(*) dx , 
o a 


ed è a osservarsi che quest’ equazione vale anche per i valori estremi o , l d x, come si paò di- 
rettamente mostrare. 

Allo stesso modo si conseguirebbe 

I 


(3) 


• • • /(*) = y j SD '-Hp- f(x") d x , 


il coi secondo membro è sera a' due limiti , e da esse o direttamente si deduce 
I I 

— J ') 


(4) 


• • ■ /(*) = ~ j /(*•) dx+± j Sco. 


od anche 


(5) . . ./(x) = i- j /(*’) rfx + ± j iè’cos *l /(x) rfx- . 


il secondo membro della (4) dà y /( o) , — f(t) per x = o, x = /, mentre quello della 
(3) somministro y [/( o) + /(»/)] per x = o , od = »/. 

Non ci dilunghiamo sulle trasformazioni cni queste equasioni sono suscettibili , avvertiamo sol- 
tanto che la ( 2 ) per / =s n divien la formola data per la prima volta da fiuler , e la (3) per 
I = t quella devota a Lagrange. 

È poi familiare a' geometri il passaggio dalle ( 1 ) , (3), (4) alle 
00 » 

(6) . . . f(x) = £ £ cos zx cos zx * /(**) dx dx ' , 

3 o 
00 00 

( 7 ) • • • /w = v 5 5 ,in zx 810 **’ /( x ’) dz dx * 


(8 ).../fr) = 4 [ \ cos 5 (x - x’)f(x‘) dz dx . 

3 - 30 

I’ ultima delle quali costilaisce il famoso Teorema di Foarier. Talli sanno In via seguita da questo 
illustre analista (*), ma noi abbiati) preferito camminare eoa lievi modi!] cationi dietro la scorta del 


(*) Theorie de la Chaleur Ch. III. Seti. VI. — Il Ch. òig. Piou generulitutndo alcune idee del 

Fouricr à proposto un analisi generale con che si perviene in vari* casi a simili formolo di trasformo- 


] 


6 

celebre Poisson , perdi.'’ , dedu conilo cosi quelle forinole , Dalla ai «uppooe , e ci umbra che me- 
glio si scorgano le restrizioni a' limili, e la proprietà loro di esprimere funzioni discontinue (•). 

Ed invero se si volesse rappresentare ooa funzione , la quale fosse — J[ tx) da ar = o si- 
no ad x — a ; = /, (i) da x = a sino ad ai = t , ed = S%(x) da x — b sino ad x — / , 
basterebbe prendere , finché non sieno imposte altre condizioni , la somma di tre qualunque 
de* secondi membri delle {2), (3), (4), (5), (6), (7), (8) in coi si pongano successivamente per f 
le funzioni f , , f, , Ss , e si prendano gl'integrali per x' tra' rispettivi limiti assegnati. 

Solo bisogna notare che per sussistere la foratola a’ punti estremi debbono impiegarsi foratole 
esatte a que’ limili, o reudute tali per lo mezzo di una parte complemeotarìa, e per sussistere sn- 
elle a' punti di unione deve la funiione cercala avere unico valore in ciasnno di essi, senza di che 
si avrebbe la semisomma de’ due valori oorrispondenli. 

Si cerchi (ter esempio una funzione y nulla da ai = 0 sino ad ai = a , e da x = e si- 
no ad ai = / , uguale a X- — da x — a sino ad x — X, ed uguale a X e ~ x d , I = J 

6 a c — a 

sino ad x ~ c. Servendoci della sola (3) prenderemo 


y = _ ^ sin 


( 6 ■ • 
’ " * S \ sin ULfL 
1 * 


k + \ sin 

0 — a •*. 




ctl effettuate le integra zioni verrà 

(9> • ,J = n -(c-Ì)(t-a) 3^ sia,J r ì {a ~ 6) 5ÌnL r £+ (e ~ a) 8in ,J r ^ J. 

equazione, che per la natura delle funzioni secondarie e della foratola (3) impiegata, sarà esalta an- 
che per i valori 0 , a , 4 , c, / d' x. Il suo luogo geometrico c rappresentato dalla linea oscura 
della figura I. 

X 



Integrandola rispetto ad x tra i limili 0 , / per olleoere l'area compresa tra una porzione di 
quella linea, l asse delle ascisse, e le doc ordinale estreme corrispondenti a’ delti limili, si avrà 

C j ^ ^ t , , ne 1 3ne 1 5ne 

\y dx - n> {t-o) (c-t) \( a - V ( «■» — + T sin ~ + iF Bin- r + ---) 


■f (C - a) (sin JLi + _L s ,„ , J_ 

V / 3‘ / + 5* 

+ (*- e) (sin JL1 -fc-1. « + _L 

V t V l + 5> 


sin JLlUL + . 


sial^.+ , 


)! 


7’ g “ e T i1cm0r ‘ a ,UUa T ' ar,Ca *i continue, oy con una chiara a» 

immoli ed una/aede metafisica a dichiarato l indole di siffatte quattoni. 

eh yil f’ J ; urna ‘ dt r ÈC0, ‘ P-Srtohaiquc Cah. , 3 ‘ p. 4 i,. Thcoric maihemalique de la Clinica 
eh. yil.p. ,tt,,o*c tumore applica ditto metodo alta d, mostra: urne di un. Jormola che dioica subitola <5; 


4 


4 
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il 


Or dalla notissima forinola 
1 


(io) ■ 


I 1 ‘ Q 

— x = sin 5 — sin 2 x + sin 3 * 

a a 0 


ai ricava , mettendo n — z per x 

(h) - - • - - (n — z) =s sin x 4- .JL sin 2 x 4- -J— sin 3 s + • • • • , 

2 2 3 

ove x c compresa tra 0 e 2 n esclusi vomente, perdio nella prima lo era tra — n e n. Somman- 
dole viene 

(ia) - - - J_ n = sin z 4. 1 sin 3 s 4 * — - sin 5 s 4 ----- t 

4 3 5 

serie assegnata in altro modo per la prima volta da Fourier ( Thèorie de la Chaleur pag, 1 83 ). 
Integrando e determinando la costante con fare x = o , si à 

( 1 3) - - - _L n* — — L_ n z = cos z 4- — — - cos 3 x -f* — cos 5 x -f * • - ■ » 
v ' 8 4 3* 5’ 

ove x ò tra o e n ioclusivamenle , ed integrando di nuovo risulta 


(i 4 ) - 


S 


n * x — -g- n 5* = sin z + ■ sin 3 z 4 - *77 »n 5 x + • 


Sostituendo pertanto si conseguirà 


5 ,^= ISlzA , 


e difatto l'area cercata non era che quella del triangolo avente la base sull'asse delle x ed ugua- 
le a c — a, e Y altezza uguale all'ordinata A del vertice. Si osservi che sarebbesi ottenuto lo 
stesso valore integrando da x = a ad x = c , lo che si rende pure evidente dall’ «pedone del- 
la figura. 

Se per evitare 1 * uso delle serie infinite avessimo voluto esprimere la y con integrali definiti 
allora avremmo potuto porre la condizione che dovesse annoiarsi da x = a sino ad or = — 00 
e da x =*= c sino od x = 00, e rappresentare cosi la linea oscura deHa figura 11. 

A 


0 a o c 


Avremmo perciò 


(1 5 ) •*•»«= , C f cos x (* - ar*) (x — a) ds dx 

n (6 — a) J 

dx 


+ — ^ ^ cos z (x - * ) (c - x) ds 



i 


It Digitized by Google 




Prendendo l' integrale rispeUo ad x tra' limiti a, c, otterremo 


5 * = -rnr=7) 5 f — ~ J>) ~ ,in 1 (a ~ *1 ,/ 3 

a 1 ' a o * 

+ tVW J <• - "1 1 „ . 


o negativa , ne risnl- 


* s ’ ccorao — — dj i per valore S — secondo che ct è positiva 

a 9 2 r 

la finalmente , essendo x compresa tra a a e, 

fy Jx=J('- a > , 

J 2 

a 

die è l'area del triangolo come sopra. 

l'ioremreTjtl'T" 1 ' 0 ““f" 10 ÌD,c 8 rMdo ^ «miti qualunque, pnrehè 

' < “ Cd '' 8U l ,e ™ re > * Se P erJ uno di 0 ambedue fossero infiniti , per non 

cadere in orrore, converrebbe considerare l'integrale per * come limite di no altro, qSiT 

slìluirvi un fattore, per esempio che col porre in seguito ,' = o ai ridurrebbe all'unità. 

Si potrebbe anche effettuare prima l' integratone per * ponendovi no fattore a~‘\ 

mio ti°r ’ abb ' n '"° M|>0sl0 non “PP“™ comprendere come il eh. Sig. Kelland abbia do- 
. rnrc . *7’°"“ <! oas ‘ ‘"«e le serie date dall'immortale autore della Teoria del Calore ad 
rz d 'JT m d,SC00l,aac n P» sostituirrene altre piò complicate, mentre era altresì facile ^ 
ostro credere , sostener quelle e rendersi conto della discrepanza con queste. ’ 

re tate 7e T= cT riguarda la ricerca di una fon- 

I • da x o sino ad x — a, e sia = o quando x è compresa tra a e a n. 

ed in,esrsodo 


(.6) - - - ±I<*± 


I I , 

— ~o+einacosx + -— sin 2 a cos 2 x + — sin 3 a eoa 3 x + . . 


+ sin V a sin x -j- . 


. sin V 2 a sin 2 x + ~ sin V 3osin 3x + 


rode qumd, rmportnnte verificare questo risultato ia quanto che differisce da qncllo del Fonrier. 
limo , " a V™"* a un affatto [aragone bisognava osservare che nel caso trattato da quest’ nl- 

Tx- lì r m r°r nu,la non Ja x = ° *• «a « = 2n « d. *== « si B0 

7 y • • / e . “ second * cl,e >° la *1 trova nell’espressione scritta alia pag. 244 della 

nrimo \ “ i \t a e ' lr ■ corre n8 en ^o a 'cuni errori di stampa) , non rappresenta fisamente il 
primo membro deli «inazione del Sig. Kelland , ma bensì la metà di J P 

ruSLZ^Z^^Z 1 !,.' 0 T Wh ° ea " fu “ X eTaminc ' tk ‘ tu 6 J"‘ th « ««Wr M M. Fou. 
j, om \/ yr . ‘ °-f ‘ futjecl are "ronconi. Thù.however muti not te luppoleti lo detrae! 

J om H. tountr, ,t „ * mere lr j !c A „ „ ork ThcorJ oJ - B „ t ch m ^ 
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Polo ciò ecco la fàcile conferma dclT esattela del ranltamesto in qnjstkme. La serie 
aio V a aio x + ™ an Via nii 91 + -^ sin V 3 a sin 3 x ■p - - • - 
equivalendo a 

sin x + -£ sin a x + -j sin 3 x + - • • • 

à [ «n (* + a) + - sio « (x + a) + -i sin S (x + a) •£ - • • • J 

+ -j [ so (a — x) + -j sin a (a — x) + 3 tic 3 (a — x) + - • • - ] 

risulterà aguale, io «irlo della (11) a 

7 (» — x) — -j (n - * — a) + -j (0 — a + x) = a, 
quante volte però x < a ; poiché altrimenti invece dell' aitimi linea converrebbe scrivere 

— 7 [ sin (x — a) + - j «n a (x — o) + • • - ] = — — (n — x + a ) , 

000 polendo nella (11) la 3 ricevere un valore negativo, la «mima di quelle tre serio rteacireb- 

be = o , e le coadizioni del problema sarebbero pienamente soddisfatte. 

Se Fouricr avesse cercalo risolvere la stessa sna qaistione , facendo uso della foratola di Eu- 
ler , avrebbe ottenuto 

"" - — ~ a + sin a cos x + sia a a eoe a x + -3 sin 3 aco« 3 x + -- -- , 

risultato che si riprora facilmente come sopra, e che aggiunto al primo dà l' equazione (16). Però, 
mentre ciascuna serie separatamente dona f(x) = 0 da x — a sino ad x = n , la loro somma 
rende la stessa funzione nulla da x ss a sino ad x = a n. E la ragione ne è evidente , poiché 
riprendendo la serie de’ seni lo steso valore, ma con segno contrario, qnando si mette n + x in 
vece di n — x . e quella de' coseni invece rimanendo la medesima con tale cangiamento, no viene 
che aache da n sino .a a n la somma di esse si annulla. 

Cosi pure mentre in ciascuna serie separatamente dovei essere » < n, nella (16) questa con- 
dizione ooo é piò necessaria e basta die sii a < 2 n. Ciò si vede subito per i limiti entra coi é 
ristretta l’eqnazione (11). 

Del resta stando anche all'enunciato del Sig. Kelland si polenno prendere altre serie per f(x), 
ina latte darebbero per x = a la metà del valore assegnato. Quella di l’ourier dà f {oj ss u, e 
la (i6)/(o) = /{an)=s C. 

Aualogbe riflessioni potrebbero Tarsi sul secondo esempio prescelto dal Geometra Inglese , su 
quello cioè di trovare tal funzione y che sia 

da x <= 0 sino ad x = a y ss m x 

da x = a sino ndxssà yx ns 

da x = & sino ed za s y x a (( - zj , 

..... m a 

e dove» avvertirsi che bisogna avere n sa . 
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U serio che egli ritrova non dee paragonarsi eoo quella di Fonrier, chi ami come sla scriu 
la , non poè piegarsi al caso di 

rasai, 6 — n — a , e = n. 

Ci limiteremo quindi a verificare il risaltato (Théorit de la Chalcur parj. n46) 

_L n f(x) = a j sin a sin x +2 sin 3 a sin S x + 1 sin 5 a sin 5 x + .... \ 
a < 3» 5’ 1 

e perdo mettiamolo sotto la forma 

- '>/{*) = cos (a - *) + 1 co> 3 (a - x) + _! cos 5 (a - ar) + 

a 3* 5’ 

” [«■(« + *) + «* 5 (a + ») + ~ cos 5 (a + ®) + - , - - J 

Allora per la (iS) finché x < o avremo 

- nf(x) = 1 o' - ^ n (a - 1) l n * + -J n(afi|=ili, 

quindi /(*) - a ; 

ma se x > a invece di a — x nella prima linea è uopo scrivere * — a , e però verrà 

-"/(*) = -g n n’ fi n (a -J- ar) = Ino; f( x ) ss *> , 

e poiché conviene che x + a non sorpassi n sarà f(x) ss o da x= a sino ad x <=. n_ a. 
hinnlmentc quando x > n a, meneremo x — n -• a ri* y» estendendosi y da o sino ad 
a , ed avremo 

*7 ®y (*) = coayri* cos 3 y -f* ~ cos 5 y + 

—[ cos (a a — y)ri--i- «OS 3 (a a — y) + -1 cos 5 (sa— y) + - - -] 

= j "‘--•j n y--^n , +j"( a «-y)=Y(ó-y); 

e rimettendo per y il suo valore resta 

f(x) — n —x; 

quindi l'equazione del Fonrier scioglie compiutamente il problema. 

E quasi inutile avvertire che pel caso di a = — n Avvi un errore di stampa nella TK. dt 

la C/uU. vedendosi tutti i Icrmiui con segni positivi , mentre debbono essere alternativamente po- 
sitivi e negativi , e dio neh equazione della superficie superiore della piramide quadrangolare data 

a pag. 248 bisogna scrivere in invece di -1 n z. 

4 a 

Nell'altro esempio del Fonrier (p. 245) è corsa una inavvertenza od valore dell’ integrai» 



II 


Egli lo prende allora = ed è invece = i -J- se t“ è della forma 4 o *- 3 ; — so 
della forma 4 n — - i » quindi la funzione richiesta Ò 

T /(x) = Ts(t)’ + v I 008 ® - ? " s * + 7 coa5a “ •; • ' ! 

. 1 ! . , I - 

+ — COS 2 X COS 4 -E + — coe&z— 

a' 4* 6 1 

Con tale correzione si verifica subito questa forinola. I afalli mettendo oella (i3) “ n — 4 
per z , integrando e determinando opportunamente la costante , abbiamo 


cos a — cos 3 a + eoa 5 * — 

3 4 5* 


n 

3a 


ni 

X' 


ove * è tra — — n ed — n; inoltre integrando la (io) e determinando convenientemente la <a>* 
itnnte , troviamo 


( 17 ) * - - cosa cos 21 + — eoa 3 a - 

a* 3 * 

e in questa s ò compresa tra — n e n. 

Quindi finché 1 t < 7" otterremo 


n 

12 


a 

X 1 


7/W- T(T)'*4 - 4 +7 4 - i ■■ - f («'-*•> 

ma a» poi j: > — 0 metteremo — n-fypCTX.oveysi estenderà da o ad — « , e sarà 

T /(x) = 71 r ~ 7 { 3in y + ^•»‘>3y + -gr“‘>5y+ j 

— |-^cosay4.^-co9 4y+-^;<»»6y+---|; 


il valore della prima serie si ottiene integrando la (i3) e risolta 


siny fri sin 3y-{- - 

ó 


: i n 'y “i ny * 


per la seconda sì à , sostituendo nella ( 17 ) n — 2 y pera, 

cos ay + ~ cos 4 y +4; cos 6 y + - - - = -L n ’ + y — n y. 

2 3 6 

eon die f{x) — o, siccome ricercarasi. 

Uà alitino la serie assegnala dal Fonder a png. 2 ÌJ , cioj 

, . 4 sin a sin x sin z a sin 2 x sin 3 a siti 3 x ) 

(iS) ■ ■ •/{») = *<> ]— — + + i + 1 

t n — a n — - 3 /t 11 * — j* d* 
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non rappresenta . come egli dice. .in*, ma benri rin x tra a == o ed a - a . e ri annulla 
So poi ri volesse una fonuone = sin x tra i due pomi limit» , impiegando la «tessa (5), pò- 

•lo / = n , « conseguirebbe , 9 . n . 

* * [ sin % x «a 2 a r sin 3 x sin 3 a # \ 

(,9)..n/M=aiini-ii n xfiDfl«« fl + !flB8 J ~rzr\ + 3* - 1 \ 

S 2 sin 2 a? cc* 2 a 3 wn 3 £ co» 3 o / 

— 7TT7— + — l^T— + • • M 

Quale solarium ri riprovano mediante r.pplicariona delle rormole generali (*) 

{ eoa a . COS a s , cm3_s ^ _ _J . 

irr^: + '?^F + 3 >-if * k ' aiamin 

(*°) ìgin* asina* 3 «in 3 * _ n siu * (n — *) 

{tz^ + -^F + y-t* + 

io coi « è compresa tra o e 2 n. 

Diratto messa la (18J sotto la forma 

cnafa + xl , co.2(o + *) oca 3 j?_tA 

*/(*> = — + ~ + + 

*~7 , “7 

^ eoa (a — *) { co» a fa— *)_ ; eoa 3 (a — x) ^ . . . . ì 

~ 7 3 ’“" > 


0 eoa— (n — a — tr) 

o/w = _l. 0 „ 

2 -II a — un — 

fl « 

n cos ~ (n — - a + Jr) 


n . n* 
2 —.fiO — 
a a 


= a sin — x , 
a 

p„«hé * < a . altrimenti nella serie della seconda lìnea dovrebbe* «rivere x-a invece di 

a — x , e ne verrebbe J(x) ~ o. 

A verificar la ( 19 ) scriviamola cosi 

n f(x) = o sin x — «n * sin a eoa o ,, . . , 

+ * . + ■ • ■■ * ^T^T* * ' 'il 

(♦) Poìtton Journal dr l’ Éc. Polyt- Cah. t9» n. SO. 
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Per applicare le (20) bisogna trasportane il primo termine di ciascuna ne’ secondi membri, i 
quali per ^ = a si presentano sotto la forma , e conviene differenziare due volle per & i nu- 
meratori e i denominatori per ottenere i veri valori. Allora si vedrà facilmente che la funzione 
f(x) si riduce a sin x se x < a , altrimenti dovrà cangiarsi a — x in x — <z , e la f(x) si an- 
nullerà. Paro adunque elio le serie del Fouiicr (lolle alcune lievi inesattezze ) non possano dirsi 
erronee, e siccome il Sig. Sellami non manifesta alcuna ragione di tale asserzione si potrebbe so- 
spettare che biasimasse l'uso delle serie procedenti solo pe’ seni 0 po' coseni de* multipli della va- 
riabile per rappescnlarc funzioni discontinue , lo che ninno vorrà accordare. 

Termineremo questo paragrafo con notare che il chiarissimo Professore di Edimbnrgo (Theo- 
rtj of heat p. jS) nel caso iu clic la funzione possa svilupparsi per una serie di seni prende 
f(x) = a o + a j sin x f sin 2 x f . • , , f a sin k x f 

e crede determinare 

°o=t5/w^*. 

o 

n 

a. r= — ^/(x) aia A x dx ; 

O 

k) che evidentemente non poò farsi* 

È d’ uopo quindi togliere il termine indipendeote , od integrare Ira 0 e 2 n per ottenere 



o 

in 


a k ~\ f f(x)mtxdx\ 

O 

allora la fon tiene f{x ) , dovendo estere uguale a quella aerie nell - etleosione de' valori d’z da o 
a a n , dovrà soddisfare alla condizione 

/(n + x)= !» - /(n-x), 

la quale basta a mostrare che l' equazione che ne risulta non è ebo un caso particolare della ( 5 ). 

n. 

Fin qui le funzioni discontinue furono espresse o con serie infinite o con integrali definiti , e 
i valori delle funzioni e le condizioni della discontinuità furono implicitamente riuniti nella stessa 
forinola. 11 Sig. Libri fa il primo a mostrare come una funzione discontinua polea decomporsi in 
due fattori , uno de’ quali, avendo nn valore costante Ira due limiti dati della variabile ed annul- 
landosi foori di essi, esprimesse le condizioni di discontinuità, e l’altro desse i valori della fan- 
zione tra gli slessi Umili. Alla formazione del primo fattore possono giovare molti integrali definiU 

3 


che offrono Doloro valori de salii corrispondentemente a valori particolari di una costante che en- 
tra in essi , ma il valente Geometra Toscano à escogitato delle funzioni discontinue che contengo- 
no solo le consuete trascendenti algebriche , come gli esponenziali ed i logaritmi, à introdotto cosi 
nell’ algebra ordinaria de* metodi serbati alle più scabroso ed elevate parli della scienza, e senza 
valersi di novelle notazioni à potuto pervenire a non sperati risuUamenti , e fare delle belle e va- 
ste applicazioni delle soc formule nella Teoria delle funzioni intere. 

L)i già in nleuoe memorie Ielle all* Accademia delle scienze di Parigi (*) era giunto alla de- 
terminazione diretta e generale de* divisori de’ numeri, alla ricerca di nn numero primo più gran- 
de di un limite dato, e alla riduzione di una equazione lineare alle differenze di ordine determi- 
nato ad un'altra di ordine indefinito del genere di quelle che egli avea integrale, per assegnare 
il termino generale dello sviluppo di uu polinomio qualunque senza passare per | termini prece- 
denti. Ora, rivenendo sullo stesso argomento, à nonunziato avere esteso il soo metodo all’ integra- 
zione di un’ equazione qualunque alle differenze lineare o non lineare, e mostrato come si possano 
scrivere in analisi i tentativi che fa la mente quando cerca la soluzione di uu problema. 

A far meglio comprendere lo spirito filosofico de! lavoro do! Sig. Libri ci piace riferire le sue 
stesse parole: 6" il noti» èlail pernii» de noti» expritner orina/', non» dir ioti» que noti» avon» 
(òche de donner à C anahjse mathematique quelque chose qui rettemblàl à la tnémoire , 
a fin qu elle pùl te guider dan » de» t entatice» qui il fallali renouveler san» ceste , et doni 
il èia il necessaire de garder la trace et le souvenir (**). 

K di questa memoria che attendiamo uoa pronta pubblicazione. 

Veniamo ora alle applicazioni proposte. 

Si sa che vi* può avere tre valori differenti secondo che x è positiva, nulla o negativa, e che è 

+ m o —m 

o =o, 0 = 1 , o = co , 

x 

ancorché fosse m infinitamente piccola. Da qui ne discende che 1* espressione o° è uguale a zero 
per x = c < o , ed è uguale all' unità per x > o. 

Con queste funzioni possiamo pertanto formare de* coefficienti di discontinuità che sieno = i 
dentro due limiti dati della variabile , e si annullino per ogni altro valore di essa. Per esempio 
la funzione 


A (*) =» • 


è = i da x = a inclusivamente sino ad x = fl» esclusivamente , è = — per x ~a, ed è = o 
da x = a sino ad x = — oo e da x = or. sino ad x = oc. La funzione 






differisce dalla (zi) soltanto a’ limili, perché è = al primo limite x = a> e si mantiene = i 
sino al secondo limite a> iuclusivamenle. La 


(*) Mctnoire. * tir Mathènuitiques. Berli n 483 $. 

(**) Compia rendtu dea sconce» de l' A endemie dea Sciences . Sconce du 29 Aoiit 4842 - 
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è ugnale all’ unità da * = a aino od x = — co e da x = <1, sino ad x = oo , «1 è nulla da 
a ad '** iodusivamenle. 

Cosi se ai volesse una funzione /''(.r) che fosse = F% (x) da x = a sino ad <*» ed = F» (x) • 
da x = <»% sino ad x = ", , e poi si annullasse per ogni altro valore dell’ x , si porrebbe 

F (x) = r, (x) F, (x) + f, (x) F, (x), 

e sarebbe necessario avere F» (a,) = /’» («,) , altrimenti il secondo membro darebbe 

-7 [*>.) + F. (a.)]. 

Le (9) c (t 5 ) furono impropriamente dette equazioni del triangolo, solo pnò ammetterai che 
Ira i limili a , e rappresentino una parte del perimetro di esso. Considerando il triangolo come 
una linea discontinua chiusa , si scorge chiaramente che la soa equazione deve essere di 2.® gra» 
do , perchè alla stessa ascissa corrisponde doppia ordinata , di piò tra* limili x = a «1 z = a. 
dee appartenere allo due rette b b ì% 6 m , da x = a, sino ad x = a, alle b, 6 * , m b » (Fig. Ili) , 
e fuori di questi limiti l'ordinata non deve annullarsi ma divenire immaginaria. 



Siene a , b\ <7, , b % \ <7, , b % le coordinate de* tre vertici del triangolo , sì trovino le equa- 
zioni de’ tre lati e poscia delle rette b c , b, c condotte nel punto c medio di b, m. Alle ordinale 
di queste aggiunta o sottratta la differenza che vi è tra esse e quelle rispettivamente delle rette 
b b % , bt b, fatto il quadrato per fare sparire il doppio segno, dopo tolte le riduzioni si avranno 
due equazioni della forma 

Y = y*+J/:cy + jV.r* + / , ;£-f*()y+y? = o, 

JFi = y* + Mx x y + JVt x' + P* * +Q, y + /?• = 0 9 

ove tralasciamo di scrivere i valori de’ coefficienti perchè assai complicali, ma facili t formarsi. 
Quindi servendosi delle (21 ) , (22), ( 23 ), l'equazione del triangolo sarà 

(24) - - fi (*) Y+ U (X)F, =S u (*)(y- A V -«), 

ritenendo per A nna quantità qualunque reale. 

Se per esempio si trattasse di nn triangolo rettangolo isoscele, per coi fosse a sz b ss b% = 0, 


■ 6 

a, = i. = i , a, = 2 , la (ai) si ridurrebbe a 


i — o . , , i 

— - — <sr‘ — *y) + - 


0 *-" + , 


— 2 *y-*y)=(o° +o° )(y —A v - 1) 


e però si avrebbe 

jsxolso da x = o «ino ad x = i , 

= 2 — x odso da x — i sino ad x = 8 , 
e fuori di questi limiti y“// V - 1 . 

Allo stesso modo si potrebbe trovare l' equazione di uo poligono qualunque. 

Sia l' equazione binomia x” — i = o , la quale divisa per x — i darò 

X — x n 1 d” ^ o. 

Rappresentiamo eoa P m la somma delle poterne (oi)””' delle radici di quest’ ultima eqn&ziooe, 
è noto aversi i + ^„= n se — ò un numero intero , ed i + P m ss o nel caso contrario. 

Il Sig. Libri à mostrato essere (*) 

i +P„ =i— m ^ (m— t). ^ — \ 

l+0 " + 7-« i + o"^ ■ 1 \ ì + o"*' ~ 1 / 

) ' l+0 "+;-<'( I + 0 "+^ 1 I + 0 "+r-«( l + 0 "tr->)) 

./) 1 /— ! / - \-eto.\ 

nfi-nr}/ \ . «tr-'t'V i «t--i / / 

i -}-o ’ \i + o *» i-J-o '* 1 \:+o * / / 

.... — etc. , 

e per brevità indicheremo il a." membro che è ona funzione di m ed n con F (m , n). 

Si chiamano numeri perfetti quelli che sodo ugnali alla somma delle loro parti aliquote; dunque 

r + F(x , a) + F(x, 3) -J- + F(x,x— i) 

sarà uguale ad x quando x è nomerò perfetto. Dinotiamo eoo 5 questa somma e l' espressione 

S-x 


— — »)•• 


• • — (m — / 


0 -S-*+r + i 

avrà per valore x o zero, secondo che S sarà aguale o diverso da x , cioè darà esclusivamente 
i numeri perfetti. 

È facile cosi avere la somma de’ numeri perfetti compresi Ira due limili dati. 

Del pari se si cercassero doe numeri tali ebe ciascuna foste aguale alia somma de' divisori 
dell' altro , questo escluso , ponendo 

l = i + F(x, a) f F{x, 3) + + F(x,x — r) 

+ > + F iv i *) + F (y 1 3) + + F (yli y — >) 


(*) Mcmoint de Mathématìquet. p. 179. 
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M- i +/’(ar,*) + i’(j, 3) + 
— i— F{y, z)—F(y, 3) — 


+ F(x, x — ì) 
— F(y,y — i). 


«7 


la lanzione 


L-y-x 


M-y+x 


/(*>y) = 


1 + 0 £ -y-*+.' 1+0 ^-y+*+r 


avrà per valore 1* unità quante volte si abbia contemporaneamente 
Le y + x, M ss y— x, 

e sarà Dalla nel caso contrario , e quindi i numeri somministrali dalle formale 

*/{*. y). y/(*»y) 

sarebbero quelli richiesti. 

Sieno ora due numeri qualunque m , n e proponiamoci di ricercare il massimo cornane di- 
visore tra essi. Siccome F(m,a ) è uguale ad a od ugnale a sero, secondo che a divideo non 

divide m, è chiaro che moltiplicando ^ ^ per F (n, i) , F ^ per F(n, a), - - • - - ^ ™ 

— . , v F(m t n) _ , . » % . « 

per / (n,A), ----- — - — por J» (m , «) , avremo ne prodotti , che rappresentiamo con 

dx » d , , m m - d k% 

tutti i divisori comuni a’ due numeri m, n tra’quali si tratterà di scegliere il maggiore. Soppo- 
niamo che questo sia d k , allora le differenze 

— «/» , — rf. , - - - d k — d h _ 1 9 d k -*d hìl% • - * d h — d m 

saranno falle positive, diversamente ve ne sarà qualcheduna negativa; pertanto la frazione 


du d t , d , . d^ . . d . v </ * , , . da" d. > 

o * -f o * t - - - t ° * + o A o * Ti 

avrà per valore 1* unità o zero secondo che d k è o non è la più grande tra le quantità d t , d t ,--d^ 
Segue evidentemente da ciò che il massimo comune divisore Ira due numeri m % n sarà da- 
to dalla forinola 

d . 


d-d, , </-</, 
o ‘ * + o 1 J 


+ o ' 'fi 


+ d.-d. , d-d. 


o 


0 


s + - • - 


+ 0 * • + t 


0 rf »“ q. q q. 0 ^' ‘ o' /,_ ' d o' 1 *' -j- i 


0 • * + 0 * ■ 


■ + • * ' 


+ o^' ' + I 
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S« i dne numeri fossero primi Ira loro la forinola darei!» d, «ho £ = l , ed allora si po- 
Irebbe ricercare il numero q di volle che n entra io mi. 

A ciò servirà l'equazione 


(a5) ••• ya 


~fm-n i+w- 

► J t I o * 


+ 1 


- w- 3 n 


+ l 


e se si volesse il nomerò inlero più prossimo alla frazione baslerebbe aggiungere il termine 

— ; * e n ®l ^80 ui — = q -f- — si e nell arbitrio di prendere q ovvero q i . 

o” ? ' r + I 

Potremmo ancora assegnare espressioni che indicassero quali, e quanti sieno i numeri primi 
ad un numero doto JV e più piccoli di esso , quante volle un numero primo p sia fattore nel 
seguilo de numeri naturali da i sino ad A'; offrire una formolo che fornisse esclusivamente i nu- 
meri da iscriversi in ciascuna delle 16 case di un quadrato nel problema rinvenuto in una lette 
rn inedita di kuler a Lagrange e referto da I>*gendre (*) , ec. ; ina non crediamo doverci più 
olire intrattenere su tali applicazioni che possono facilmente variarsi ed estendersi. 

K un problema assai difficile quello in cui si propone di far percorrere al cavallo degli scac- 
chi tulle le case dello scacchiere, senza che passi due volle per la stessa. Ma benché esso abbia 
occupato le menti di Moivre, kuler, Vaudermonde (**) fin qui non si é ottenuto che un gran nu- 
mero di soluzioni pratiche e non sapendosi scrivere analiticamente la quisliooe à mancato una for- 
inola generale che ne esprimesse tulle lo circostanze. 

11 Signor Libri è riescilo a Imitare compiutamente ogni problema di qaesto genere, esperia- 
mo presto conoscere il suo metodo. Intanto esponiamo qui la soluzione da noi tentata. 

Si numeri ciascun quadretto dello schacchiere dall’ i al 64 co- 
me nella figli ra IV. 11 cavallo può partire da un numero qualsivo- 
glia compreso Ira i limili i e 64 , però , essendo m uu l'utero 
qualunque, possiamo prendere 

MI 

ni. r= ■ - • 

Per la maniera onde il cavallo si muore si vede facilmente che 
da "*i può pnssnre ad ni, -f. j*, , ore x, generalmente sarà =s = 6 , 
* io , - io , a 17 , purché i/* sia ni, -f x, noo < i nè > 64, 
2.® non sia 1,1 , Delle prime o nelle ultime due righe verticali. Co- 


T— 

J 1 

is 

*9 

6061 

Os !63 

w 

4;) 

5o 

DI 

52:53 

54 55 

50 

4i 

4 * 

43 

4445 

4GI47 

48 

34 

u 

35 

36 

38 3g 

4o 

2 5 


2 7 

28 sy 

3o 3i 

32 

‘7 

18 

■9 

20*21 

22I23 

2 4 

9 

IO 

■ 1 

I 2 j I 3 

<4 >5 

iO 

1 

2 

3 

4 1 5 

6 1 7 

8 


{•) Thtbrie drs nombres T. II. p. 144. 3' édit. 

(**) JYon mi fU àdito consultare ninna delle memorie originali ri - i lavori di Lavernèdc e di Cic - 
colini; solo conosco quanto ne riferisce il Le gei ulne f Thcorie des nombres T. II. p.‘ 45 Kj. Vìvo in 
un paese ox ir disgraziatamente alla Biblioteca Pubblica non esistono nè collezioni accademiche , nè 
giornali scientifici , ne grandi opere specialmente matematiche. Tutti i libri di scienze, esatte non ol- 
t repasse ratino forse 12 volumi. Ed anche per aver questi si troiano delle difficolta e la biblioteca non 
/ i/iuvic aperta che in poche ore ed Incomode. Sarebbe tempo che si pensasse, ad un miglioramento so- 
stanziale e che nelT indispensabile acquisto di nuo vi libri non si dimenticasse una parte importantissi- 
ma dell’ umano sapere. 

Sappiano poi alcuni che gridano contro le specialità che le grandi collezioni delle Accademie di Ber- 
lino, di Pietroburgo , di Parigi, di Londra e de 'Quaranta Italiani non contengono solo memorie in mate- 
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minci/imo dunque del trovare una forai ola generale che ci dia esclusivamente i numeri in cui il 

cavallo può andare partendosi da m, . Si cerchi il numero intero più grande y contenuto nella 

frazione ~~ mediante la forinola (n 5 ) , e ai scorgerà subito che 

per >"1 = 8 (/ -f- 1 non può essere x, = 6, = i 5 ,=: — 10,= — iy 

™i 3 8 J f 8 • • • - - X, =: 6 , 33 — I O 

«J ss 8 y -j- 7 - - * • -X. 3=10,3: — 6 

m, = S ? - - . . - x, a io, = 17, =s — 6, — — 

quindi con un poco di attenzione si conoscerà che i numeri a' quali il cavallo può saltare sooo 
dati dalia formoli 

+x,). t 


I 


( o 64-a.,-x. + l. + i )(o«.tx,-i + |) 


„x ,'-36 


„X,-IOO 


_x;-a =5 


0 x;-n8 9 


+ p 

— r + 

X» m loo + - 
I + O 1 * 

I — 0 

( , 

m. - Sa- 1 

t« ! 

\to X ‘" 6 + - 


rr+- 


x?-» 5 fh 1 xl-aSg + i. 

l+o ** ifo ^ T * 


n x,-i 5 


0 x,t'° 


o r . + '7 


m,-8„-a x,-o 

■ — 0 ■ ■ / l — O ^ I — 0 \ 

r«,-8v-afi\ x.-éft x.fio+j/ 
ito ito Ito 

e.,- 8,-7 x,-.o 0 x, + 6 

/ .-o ,-o° \ 

, x,-io+h x,-(<+i/ 

Ito I to ito 

_ .-o 0 ^ ( ,-o^ + ‘ 5 \) 

\to X '- ,0+i - , t o* , " ,7t * , to X,W ' + , t 0 X ' t,5+ ^) 

che indicheremo con ">« , 

Per otlenere gli altri numeri cui può passare il cavallo da basta porre m t per ed x, 
per x, nella medesima espressione, e perchè ninno de’ nuovi numeri risulti ss m \ bisognerà met- 
tere un altro fattore 

* t+- 1 


n*.-6 


o^.t'o . 


m, - m, - x, - ■ 


-i 


I +0 * * l +0 

che è uguale all’ unità 0 a zero secondo che m. + x t è diverso od eguale ad »*, . 

malica j ma in ogni ramo delle, fisiche e naturali discipline, che la scienza è di tutte le nazioni e non 
debbonsi escludere i libri inglesi o tedeschi, sol perchè si sospetti che queste lingue sieno poco cono- 
sciute nel paese» 

Si smettano una volta vedute tanto grette e meschine. 


■ 
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Dinotiamo con "<> la onora formolo ; da essa si otterrà la cangiando *». io m, , x, io x, 
ed aggiungendo nn altro fattore 


t 

7 "h 

ni, - m, - X, — 

I +0 


I 


mj+Xj-m," 

1+0 


Siffattamente si prosegna sino alla "'«( . 

Chiamiamo A", , A', , A", , . . . Fci i fattori di -)- x, f m, -p x, t m, 4. X] . . .m n -J- x« ; 
per sapere tra i nomeri somministrati dalla m , quali debbansi sceglierò per soddisfare alle condi- 
zioni del problema , basterà moltiplicarla per A', f'i . . . V n , e la formolo 

(m, -j-x.) y, v, y , ... . y t \ 

fornirà esclusiramente quelli che condneoDO alla soluzione cercata. Ciascuno di essi darà de’ cam- 
mini differenti , e messo nella 


( m i *f x,) A» A’j . . - . y n 

indicherà gli altri scacchi in Cai bisogna andare e cosi di segnilo. 

Se lo scacchiere oon fosse regolare si troverebbero altre condizioni pe’ limiti a seconda della for- 
ma di esso, e chiamando t>, , i>, , v , , ... de’ coefficienti analoghi a A', , y, , y, t . . . ne | più 
grande tra’ valori di cui son capaci le quantità v, e, (v, + n,J , v, v, vj (u, + ir, -j- t> a ) , . . . . 
• ••»!*■ »i - -- -». + + + -- *- + v „ ),---••••• si arrebbe il 

maggior numero di case cbe può percorrere il cavallo senza ripassare sulla medesima , partendo 
dalla casa data ni, , e si potrebbe anco ricercare il pnnto d'onde sarebbe uopo partire affinchè 
quella somma riescisse massima. Noi però non ci fermiamo sa queste formole assai complicate, mol- 
to più cbe il soggetto verrà pienamente discusso dalla maestra penna del Signor Labri. 
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